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変 数 表 
 
0a  初期配向ベクトル(initial fiber direction) 
a  変形後の配向ベクトル(deformed fiber direction) 
A  Almansi ひずみテンソル(Almansi strain tensor) 
b  左コーシー・グリーン変形テンソル（left Cauchy-Green deformation tensor） 
B  磁束密度(magnetic flux density (vector)) 
0B  初期配置の磁束密度(magnetic flux density (vector)) 
fB  オイラー空間での磁束密度(magnetic flux density (vector)) 
lB  ラグランジェ空間での磁束密度(magnetic flux density (vector)) 
C  右コーシー・グリーン変形テンソル（right Cauchy-Green deformation tensor） 
C  接線勾配テンソル，接線係数（物質座標系） 
C  接線勾配テンソル，接線係数（空間座標系） 
D  電束密度(electric flux density) 
E  ヤング率（縦弾性係数）(young’s modulus) 
E  グリーン・ラグランジェひずみ（Green-Lagrange strain tensor） 
E  電界（の強さ）(electric filed) 
if  公称応力（成分表記） 
F  変形勾配テンソル（Deformation Gradient Tensor） 
G  せん断剛性（shear modulus） 
H  磁場（の強さ）(magnetic field (vector)) 
0H  初期配置の磁場（の強さ）(magnetic field (vector)) 
fH  オイラー空間での磁場（の強さ）(magnetic field (vector)) 
lH  ラグランジェ空間での磁場（の強さ）(magnetic field (vector)) 
iI  ひずみの不変量（Invariants of strain） 
Ι  2 階の単位テンソル 
I  4 階の単位テンソル 
J  ヤコビアン（体積変化） 
k  ボルツマン定数 
K  体積弾性率（bulk modulus） 
m  磁性粒子の磁気モーメント 
M  磁化（magnetization） 
0M  初期配置の磁化（magnetization） 
fM  オイラー空間での磁化（magnetization） 
iv 
lM  ラグランジェ空間での磁化（magnetization） 
n  分子鎖中の単分子の数 
N  単位体積当たりの分子数の数 
p  静水圧，未定乗数 
P  公称応力テンソル（nominal stress tensor） 
第１ピオラ・キルヒホッフ応力テンソル（first Piola-Kirchhoff stress tensor） 
Q  回転を表す直交テンソル 
S  第 2 ピオラ・キルヒホッフ応力テンソル（second Piola-Kirchhoff stress tensor） 
it  真応力（成分表記） 
T  真応力（True stress : Cauchy stress tensor） 
 全真応力（機械的な応力と磁場による応力テンソルの総和） 
isoT  等容変化項の応力 
volT  体積変化項の応力 
mT  マクスウェル応力 
U  電磁エネルギー密度 
W  ひずみエネルギー関数 
isoW  等容性項のひずみエネルギー関数 
volW  体積変化項のひずみエネルギー関数 
x  変形後（現時刻 t）における物質点の位置ベクトル 
X  変形前（時刻 0 0t = ）における物質点の位置ベクトル 
 
ε  一般的な総称としてのひずみ 
θ  絶対温度 
iλ  主伸長比（principal stretch ratio） 
μ  せん断剛性(shear modulus) 
μ  透磁率(Permeability) 
0μ  真空の透磁率(Permeability in Vacuum) 
ν  ポアソン比（Poisson ratio） 
σ  一般的な総称としての応力 
χ  写像関数 
Ψ  ひずみエネルギー関数 
isoΨ  等容変化項のひずみエネルギー関数 
volΨ  体積変化項のひずみエネルギー関数 
magΨ  磁場の自由エネルギー関数 
mechΨ  機械的な自由エネルギー関数 








































































ストマーの貯蔵弾性率と損失弾性率の磁場依存性を 図 1.1 および 図 1.2 に示す [2]．2Hzの正弦波
によるひずみを受けるこのエラストマーは印可磁場によって大きく弾性率が変化する．ひずみ振
















表 1.1 誘電流体と磁性流体の一般特性 
特性 誘電流体 磁性流体 
最大降伏強度 2～5(kPa) 50～100(kPa) 
最大電界／磁界 4(kV/mm) 250(kA/m) 




応答時間 1～2 (ms) 1～2 (ms) 
密度 1～2(g/cm3) 3～4(g/cm3) 
最大エネルギー密度 0.001(J/ cm3) 0.1(J/ cm3) 
電源 2～5(kV)/ 1～10(mA) 2～25(kV)/ 1～2(mA) 




















































図 1.2 損失弾性率 
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の変数には伸長比 iλ またはひずみの不変量 iI が使用される．図 1.5 に示すような単位ブロックに
おいて，変形前を破線で示し，変形後を実線で示したとき，主軸方向の元の長さを 1 2 3, ,L L L とし，






λ +=  (1.1) 
で定義される．また，伸長比から次のひずみの不変量 iI が定義される． 
2 2 2
1 1 2 3I λ λ λ= + +  (1.2) 
2 2 2 2 2 2
2 1 2 2 3 3 1I λ λ λ λ λ λ= + +  (1.3) 
2 2 2
3 1 2 3I λ λ λ=  (1.4) 
これらのひずみの不変量の物理的な意味として， 1I は長さ方向の変化量， 2I は表面積の変化量， 3I
は体積変化量を表す．  
また，非圧縮性材料を取り扱うためにひずみエネルギー関数W は式(1.5)に示すように体積変化















図 1.5 単位ブロック 
 
vol isoW W W= +  (1.5) 
 
まず，体積変化項に関するひずみエネルギー関数 volW の具体的な型とそれぞれの特徴について
論ずる．体積変化に関するひずみエネルギー関数は体積変化率 3J I= を変数として持つ．ここ
で，体積変化項のひずみエネルギー関数を vol ( )W J とする連続体の物体が，外力を受けて変形する
状態を考える．連続体は単位長さを持つ立方体として，その連続体が静水圧のみによって変形を
受ける状態とすると，一辺あたりの変化量は 1 3J となる．この状態に置いて，微小ひずみ理論を
満足し物理的な整合性を取るためには，体積変化率がゼロから無限大（ (0, )J ∈ +∞ ）のすべての
領域において，次の３つの条件が満たされなければならない． 
１）微小ひずみ理論より 











0J → または J →∞のとき ( )volW J →∞  
３）静水圧 ( ) ( )volW Jp J
J
∂= ∂ は J の変化 (0, )+∞ に対して，単調変化を取る． 
0J → のとき ( ) 0p J →  
J →∞のとき ( )p J →∞  
これらの条件を満足するために，様々なひずみエネルギー関数 volW の形式が提案されており，以






( ) ( )2vol 1 12W J K J= −  (1.7) 
がある．式 (1.7)を体積変化率で微分することで得られる静水圧は，体積変化率に対して線形とな
る． 
( ) ( ) ( )vol 1W J p J K J
J
∂ = = −∂  (1.8) 






∂ =∂  (1.9) 
である．式(1.7)による体積変化項のひずみエネルギー関数は微小ひずみ理論を満足する．しかし，






( ) ( )2vol 1 ln2W J K J=  (1.10) 
が提案されている [19]．このモデルでは，体積変化率による 1 階および 2 階微分は 
( ) ( )vol lnW J Jp J K
J J
∂ = =∂  (1.11) 
( )2 vol
2 2
1 lnW J JK
J J
∂ −=∂  (1.12) 
である．このエネルギー関数においても明らかに微小ひずみ理論を満足しているが，体積が膨張
する場合（ J →∞）に静水圧はゼロとなるので，物理的な整合性を満たさない． 
 
• モデル 3 
モデル 1 とモデル２を混合したモデルとして次式， 
( ) ( ) ( )2 2vol 1 1 ln2W J K J J⎡ ⎤= − +⎣ ⎦  (1.13) 
で提案されている [20]．体積変化率による 1 階および 2 階微分は 
( ) ( )vol ln 1W J Jp J K J
J J
∂ ⎛ ⎞= = + −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠  (1.14) 
( )2 2vol
2 2
1 lnW J J JK
J J











∂ =∂  (1.16) 
となり，せん断剛性が 2 倍の評価となる．これに対して単純な修正モデルとして 
( ) ( ) ( )2 2vol 1 1 ln4W J K J J⎡ ⎤= − +⎣ ⎦  (1.17) 
とすれば，すべての条件を満たす． 
 
• モデル 4 
Ogden は変数を一つ追加したひずみエネルギー関数として，  
( )vol 21 lnJ JW J K
β β
β
− − +=  (1.18) 
を提案した [21]． 
体積変化率による 1 階および 2 階微分は 




−∂ −= =∂  (1.19) 
( ) ( )2 vol
2 2





−∂ + −=∂  (1.20) 
である．このひずみエネルギー関数においても微小ひずみ理論を満足しているが，J →∞のとき
( ) 0p J → となり，物理的整合性が乱される． 
 
• モデル 5 
モデル 4 の Ogden のひずみエネルギー関数において 2β = − とした，ひずみエネルギー関数， 
( ) ( )2vol 1 1 ln2W J K J J⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦  (1.21) 
が提案されている [22]． 
体積変化率による 1 階および 2 階微分は 
( ) ( )vol 1W J p J K J
J J

















∂ =∂  (1.24) 
となり，せん断剛性が 2 倍の評価となる．単純な修正モデルとして 











• Neo-Hooke モデル 
最初，熱力学を基本としてガウス鎖分子理論を用いて，Neo-Hooke則が考案された [23]．
Neo-Hooke則のひずみエネルギー関数は主伸長比 iλ を用いて， 
( )2 2 2iso 1 2 31 32W Nkθ λ λ λ= + + −   (1.26) 
となる．ここで，N は単位体積当たりの分子鎖の数を示し， k はボルツマン定数，θ は絶対温度
であり， , ,N k θ の三変数の積はせん断剛性G を示し，Neo-Hooke 則の材料物性値である． 




ずみ領域での計算では不向きとなる．Neo-Hooke 則はひずみの不変量 1I を用いて 
( )iso 10 1 3W C I= −   (1.28) 
と記述される場合もある． 
 
• Mooney-Rivlin モデル 
次に，現象論的なモデルとしてMooney-Rivlinモデル [24]が考案された．伸長比 iλ を用いて
Mooney-Rivlinモデルのひずみエネルギー関数W は 








る． 2C がゼロの場合は Neo-Hooke 則と等価となる．材料は非圧縮の仮定が取られているので，ひ
ずみの不変量を用いて 




• Ogden モデル 
 現象論的な取り扱いを更に厳密にモデル化したOgdenモデル [25]が考案された． 










て座屈挙動が発生する場合がある．一般に次数 N は 3 または 4 が適切である． nμ と nα が材料物








=∑  (1.32) 
 









⎛ ⎞−= − −⎜ ⎟⎝ ⎠
  (1.33) 
Eと mJ が材料物性値であり，Eは応力と同じ単位でありヤング率である． mJ は無次元数であり，
分子鎖の伸びきり長さを表す．Gent モデルは Neo-Hooke 則を拡張したひずみエネルギー関数であ
り，式が簡単であり，2 個の材料物性値で高ひずみ領域まで近似できる． 
 




( ) ( ) ( )
( ) ( )
2 3
iso 1 1 12
4 5
1 13 4








θ ⎡= − + − + −⎢⎣
⎤+ − + − + ⎥⎦"
 (1.34) 
上式において， Nkθ は Neo-Hooke 則と同様に，せん断剛性を表す． nは無次元数であり，統計




















Jollyら [3]は 図 1.6 に示すような磁性粒子中の磁性粒子の粒子間距離 0r と粒子間の変位 xおよび


















ここで， 1μ は磁性粒子の透磁率であり， 0μ は真空の透磁率である．そして，その磁気エネルギ







μ μ  (1.36) 
ここで，φは磁性粒子の体積比率であり， hは粒子間距離 0r を磁性粒子の粒径 d で割った比率で




















径が 3～4 μmの磁性粒子（カルボニルアイアン：Fe）が 10，20 および 30%の体積比で混入された
試験片が用いられている．外部磁場を変化させて測定されたせん断剛性の変化量を図 1.8 に示す．
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このため，本論文では，第 2 章と第 3 章で一方向に配向強化された横等方性材料について超弾
性構成則の支配方程式を導出し，異方性を持つ工業材料の応力解析を行うためのひずみエネルギ












































































































( )=x χ X   (2.1) 
と表される．ここで， χ は変形前後の位置ベクトルを関係づける写像関数である．これは線形写
像であるので， χ は 2 階のテンソルである． 
変形勾配テンソルFは写像関数の勾配演算を行い， 
( ) ( )∂ ∂= =∂ ∂




ビアン） ( )J X を表し， 


















= TC F F  (2.4) 
= Tb FF  (2.5) 
右コーシー・グリーン変形テンソルCと左コーシー・グリーン変形テンソルbを用いてグリーン・
ラグランジェひずみE とアルマンジひずみA は 
( )1
2
= −E C I  (2.6) 
( )112 −= −A I b  (2.7) 
である．ここで I は 2 階の単位テンソルである． 
右コーシー・グリーン変形テンソルCとコーシー・グリーン変形テンソルbの主不変量は次式と
なる． 
1 tr trI = =C b  (2.8) 
( ) ( )2 22 1 1tr tr tr tr tr tr2 2I = − = −C C C b b b  (2.9) 
3 det detI = =C b  (2.10) 
これらは座標変換に無関係なので，ひずみの不変量と呼ぶ． 
図 2.2 に示す主伸長比 iλ を用いれば，主不変量は 
2 2 2
1 1 2 3I λ λ λ= + +  (2.11) 
2 2 2 2 2 2
2 1 2 2 3 3 1I λ λ λ λ λ λ= + +  (2.12) 
2 2 2
3 1 2 3I λ λ λ=  (2.13) 
であり，物理的な意味として 1I は長さ方向の変化量， 2I は表面積の変化量， 3I は体積変化量を表
す． 
次に，図 2.3 に示す初期配向ベクトル 0a で，ある方向に剛性が強化された材料を考える．この
様に一方向に剛性強化されている材料を横等方性材料（Transversely Isotropic Material）と呼び，工
業的には材料中に繊維を配合することで実現されている．線形弾性の場合と同様にひずみエネル
ギー関数Ψは右コーシー・グリーン変形テンソルCと 0 0⊗a a の関数となる．ここで 0 0⊗a a は配
向強化されたベクトルから構成されるので，構造テンソルと呼ぶ． 
ここで，剛体回転による新しい参照座標系を考える．ある位置ベクトルは =X QX となり，変形
後の配向方向のベクトルは 0Qa となる．ここでQ は直交テンソル（回転テンソル）である．新し
い座標系での右コーシー・グリーン変形テンソルは T=C QCQ となるが，回転によってひずみエ
ネルギーの値は変化しないので， 






















図 2.3 初期配向ベクトル 
 
がすべての直交テンソルQ について成り立たねばならない．従って，ひずみエネルギー関数Ψは
式(2.8)から式(2.10)のCの不変量と式(2.15)と(2.16)の 0 0⊗a a の構造テンソルによる不変量を変数と
して持つ [37]． 
( )4 0 0 0 0:I = = ⊗a Ca C a a  (2.15) 
( )2 25 0 0 0 0:I = = ⊗a C a C a a  (2.16) 
ここで構造テンソルの不変量について考える．変形後の現座標系での配向ベクトルをa （単位ベ
クトル），配向方向の伸長比をλとすると 
λ = 0a Fa  (2.17) 
であり，式(2.15)を展開すると 
2 2
4I λ λ λ λ= = = = =0 0 0 0a Ca Fa Fa a a aa  (2.18) 
 -21- 












∂∂Ψ ∂Ψ= =∂ ∂ ∂∑S C C  (2.19) 
真応力テンソルT （Cauchy 応力テンソル）は，次式で得られる． 
1
J
= TT FSF  (2.20) 
物質座標系および空間座標系での接線係数をCならびにCとすると 
2










= T TFF F FC C  または 1ijkl iI jJ kK lL IJKLc F F F F CJ=  (2.22) 
となる． 
均質な横等方性超弾性体のひずみエネルギー関数は不変量 1I ， 2I ， 3I ， 4I および 5I に依存する
ので， 
( )1 2 3 4 5, , , ,I I I I IΨ = Ψ  (2.23) 
である． 
各不変量を右コーシー・グリーン変形テンソルCで微分すると 
1I∂ =∂ IC  (2.24) 
2
1
I I∂ = −∂ I CC  (2.25) 
13
3
I I −∂ =∂ CC  (2.26) 
4I∂ = ⊗∂ 0 0a aC  (2.27) 
5I∂ = ⊗ + ⊗∂ 0 0 0 0a Ca a C aC  (2.28) 





1 2 2 3





I I I I
I I
−⎛ ⎞∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ= + − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂Ψ ∂Ψ+ ⊗ + ⊗ + ⊗∂ ∂
S I C C












I I I I
I I
I I
⎛ ⎞∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ= + − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂Ψ ∂Ψ+ ⊗ + ⊗ + ⊗∂ ∂
T b b I





ので， 3 1I = である．従って不変量に基づくひずみエネルギー関数は 3I を消去して 1I ， 2I ， 4I お
よび 5I で定義づけることができる． 
この非圧縮の条件を満足させるための手法としてラグランジェの未定乗数法がある．体積変化
率 J （ヤコビアン）は 
3J I=  (2.31) 
であるので，非圧縮の内部拘束条件として 
det 1J = =F  (2.32) 
を満たす必要がある． 
ここで非圧縮性超弾性体のひずみエネルギー関数を次のように仮定する． 
( ) ( )1p JΨ = Ψ + −F  (2.33) 
ここで ( )Ψ F は 3 1I = の条件の下での体積を保持した状態でのひずみエネルギー関数であり， 3I
の不変量は変数から取り除かれ 














体積変化率 J を変数とする体積変化項のひずみエネルギー関数 vol ( )JΨ と変形勾配テンソルF を
変数とする等容変化項のひずみエネルギー関数 iso ( )Ψ F に分解すれば，ひずみエネルギー関数Ψ
は 
( ) ( )vol isoJΨ = Ψ +Ψ F  (2.35) 




( )1 3 1 3J J= =F I F F  (2.36) 
( )2 3 2 3J J= =C I C C  (2.37) 
である． 1 3J I と 2 3J I は体積変化を表し，Fと T=C F F は等容変化項であり，それぞれ修正変形
勾配テンソル，修正右コーシー・グリーン変形テンソルと呼ぶ．これらは非圧縮条件 
1 2 3det 1λ λ λ= =F  (2.38) 
および 
( )2det det 1= =C F  (2.39) 
を常に満足する． 
ここで，伸長比の等容変化成分については 




1 1I J I
−=  (2.41) 
4 3
2 2I J I
−=  (2.42) 
2 3
4 4I J I
−=  (2.43) 
4 3
5 5I J I
−=  (2.44) 
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となる．結果としてひずみエネルギー関数は等容変化項のひずみの不変量を変数として持ち， 




行う．式(2.45)を式(2.29)に代入して，第 2 ピオラ・キルヒホッフ応力テンソルSは 
vol iso iso iso iso 51 2 4
1 2 4 5
2 II I IJ
J I I I I
⎛ ⎞∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂∂ ∂ ∂∂= + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
S




















I J I− −∂ ⎛ ⎞= ⊗ −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠a a CC  (2.50) 
4 3 15
0 0 0 0 5
2
3
I J I− −∂ ⎛ ⎞= ⊗ + ⊗ −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠a Ca a C a CC  (2.51) 
と展開できるので，これらを式(2.46)に代入し，ひずみエネルギー関数の不変量による微分値を与
えれば，第 2 ピオラ・キルヒホッフ応力テンソルSを計算できる． 
式 (2.46)を式 (2.20)に代入して，真応力テンソルT は体積変化項の応力テンソル volT と等容変化
項の応力テンソル isoT に分解され， 
vol iso= +T T T  (2.52) 
であり，各応力項は 

















∂Ψ ∂Ψ= + −∂ ∂
∂Ψ ∂Ψ ⎡ ⎤+ ⊗ + ⊗ + ⊗ −⎢ ⎥∂ ∂ ⎣ ⎦
T b b b b








Ψ=  (2.55) 
である． 
式(2.54)において，devは偏差テンソルであり，2 階のテンソルをA としたとき 
1dev tr
3
= −A A A  (2.56) 
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である． 
式 (2.54)での 2 3J −=b b は左コーシー・グリーン変形テンソル T=b FF の等容変化項である．式
(2.35)の様にひずみエネルギー関数を体積変化項 volΨ と等容変化項 isoΨ に加算分解することによ










ここで，ある時刻 t のある点での第 2 ピオラ・キルヒホッフ応力テンソルSを考える．Sは一変
数による非線形テンソルと見なせ，その一変数を右コーシー・グリーン変形テンソルCと想定す
る．ここに一般論として，テンソル値の勾配関数を考える．2 階のテンソルB による非線形テン
ソル ( )A B を想定すれば， ( )A B も 2 階のテンソルとなる．微分値dA を得るために，B における
A の 1 階のテーラー展開を行うと 
( ) ( ) ( )d d do+ = + +A B B A B A B  (2.57) 





である．ここで， ( )do B はランダウの記号である． ( ) /∂ ∂A B B の項（grad ( )B A B とも表記する）





=S CC  (2.59) 
であり， 
( )2 ∂= ∂
S C
C




∂= ∂  (2.60) 
の定義を導入できる． 













標 IJKLによる 4 階のテンソルである．接線勾配テンソルCは第 1 と第 2 の指標あるいは第 3 と第
4 の指標に対して対称となるので， 




みテンソルE ）と第 2 ピオラ・キルヒホッフ応力テンソルSの対称性を示す． 




∂ Ψ= ∂ ∂
C
C C






∂ Ψ= ∂ ∂  (2.63) 
一方，物質座標系での弾性定数の対称性より 









= T TFF F FC C  または 1ijkl iI jJ kK lL IJKLc F F F F CJ=  (2.65) 
であり，この空間弾性テンソルも狭義の対称性と広義の対称性を満たす． 
ijkl jikl ijlkc c c= =  (2.66) 
さらに 






( )vol iso 1 2 4 5
vol iso
( , , , )4 4
J I I I I∂Ψ ∂Ψ= + = +∂ ∂ ∂ ∂C C C CC C C  (2.68) 





1 1vol vol vol
vol 2 2J JJ J J −
− −⎡ ⎤⎛ ⎞∂Ψ ∂ Ψ ∂Ψ= + ⊗ −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦C
C C IC  (2.69) 
2 2 2
iso iso iso iso iso
iso 1 2 11 22 122 2
1 2 1 2 1 2
2 2 2
iso iso iso iso iso
4 5 44 55 452 2
4 5 4 5 4 5
2 2 2 2
iso iso iso iso
14 15 24 25
1 4 1 5 2 4 2 5
I I I I I I
I I I I I I
I I I I I I I I
∂Ψ ∂Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ= Γ +Γ +Γ +Γ +Γ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂Ψ ∂Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ+Γ +Γ +Γ +Γ +Γ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ+Γ +Γ +Γ +Γ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
C
 (2.70) 
ここで式(2.69)内の 1−CI の表記は 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 1 1 1 1C 1I 2 IK JL IL JKIJKL C C C C−
−
− − − − − − ∂⎡ ⎤= + = = −⎣ ⎦ ∂
CC C
C
:  (2.71) 
を表す． 
式(2.70)内のそれぞれの係数は 
( )12 2 3 1 1 1 111 14 14 3 3I J I −− − − − −⎡ ⎤∂ ⎛ ⎞Γ = = + ⊗ − ⊗ + ⊗⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦CI C C I C C IC C  (2.72) 
( ) ( )
1
2
4 3 1 12
2 2










− − − −
⎡∂ ⎛ ⎞Γ = = ⊗ − + ⊗ +⎜ ⎟⎢∂ ∂ ⎝ ⎠⎣
⎤− ⊗ + ⊗ + ⊗ + ⊗ ⎥⎦
C
I I C C I
C C





I I∂ ∂Γ = ⊗∂ ∂C C  (2.74) 
2 2
22 4
I I∂ ∂Γ = ⊗∂ ∂C C  (2.75) 
1 2 2 1
12 4 4





2 3 1 1 1 1





J I −− − − − −
∂Γ = ∂ ∂
⎡ ⎛ ⎞ ⎤= + ⊗ − ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗⎜ ⎟⎢ ⎦⎝ ⎠⎣ C
C C
I C C C a a a a C
 (2.77) 






4 3 1 1
5 0 0 0 0
1
0 0 0 0
4




J I −− − −
−
∂Γ = ∂ ∂
⎡ ⎛ ⎞= + ⊗ + ⊗ + ⊗⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣
⎤− ⊗ + ⊗ ⊗ ⎦
C
C C
I C C a a a a
a Ca a C a C




I I∂ ∂Γ = ⊗∂ ∂C C  (2.79) 
5 5
55 4
I I∂ ∂Γ = ⊗∂ ∂C C  (2.80) 
5 54 4
45 4 4
I II I∂ ∂∂ ∂Γ = ⊗ + ⊗∂ ∂ ∂ ∂C C C C  (2.81) 
1 4 4 1
14 4 4
I I I I∂ ∂ ∂ ∂Γ = ⊗ + ⊗∂ ∂ ∂ ∂C C C C  (2.82) 
5 51 1
15 4 4
I II I∂ ∂∂ ∂Γ = ⊗ + ⊗∂ ∂ ∂ ∂C C C C  (2.83) 
2 4 4 2
24 4 4
I I I I∂ ∂ ∂ ∂Γ = ⊗ + ⊗∂ ∂ ∂ ∂C C C C  (2.84) 
5 52 2
25 4 4
I II I∂ ∂∂ ∂Γ = ⊗ + ⊗∂ ∂ ∂ ∂C C C C  (2.85) 





vol 2 2JJ J J
⎛ ⎞∂Ψ ∂ Ψ ∂Ψ= + ⊗ −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
I IC I  (2.86) 
2 2 2
iso iso iso iso iso
iso 1 2 11 22 122 2
1 2 1 2 1 2
2 2 2
iso iso iso iso iso
4 5 44 55 452 2
4 5 4 5 4 5
2 2 2 2
iso iso iso iso
14 15 24 25
1 4 1 5 2 4
1
J I I I I I I
I I I I I I
I I I I I I
⎛ ∂Ψ ∂Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ= + + + +⎜ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝
∂Ψ ∂Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ+ + + + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ+ + + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
γ γ γ γ γ
γ γ γ γ γ






( )1 14 1 dev dev3 3I⎡ ⎤⎛ ⎞= − ⊗ − ⊗ + ⊗⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦γ I I b I I bI  (2.88) 
( )
( ) ( )
2 2 1
2 2
8 2 dev dev
3 3
dev dev 4
I I⎡ ⎛ ⎞= − ⊗ − ⊗ + ⊗⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣
⎤+ ⊗ + ⊗ + ⊗ − ⎦
γ I I b I I b
I b b I b b H
I
 (2.89) 
( )11 4= ⊗γ D1 D1  (2.90) 
( )22 4= ⊗γ D2 D2  (2.91) 
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( )12 4= ⊗ + ⊗γ D1 D2 D2 D1  (2.92) 
( )4 44 13 3I
⎡ ⎤⎛ ⎞= + ⊗ − ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦γ I I I a a a a II  (2.93) 
( ) ( )
( )
5 5
4 22 3 3
3 3
4
I⎡ ⎛ ⎞= + ⊗ + ⊗ + ⊗⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣
⎤− ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⎦
γ I I Fa Fa Fa Fa
a a b b a a
I I I
 (2.94) 
( )44 4= ⊗γ D4 D4  (2.95) 
( )55 4= ⊗γ D5 D5  (2.96) 
( )45 4= ⊗ + ⊗γ D4 D5 D5 D4  (2.97) 
( )14 4= ⊗ + ⊗γ D1 D4 D4 D1  (2.98) 
( )15 4= ⊗ + ⊗γ D1 D5 D5 D1  (2.99) 
( )24 4= ⊗ + ⊗γ D2 D4 D4 D2  (2.100) 
( )25 4= ⊗ + ⊗γ D2 D5 D5 D2  (2.101) 
ここで 
( )12ijkl ik jl il jkH b b b b= +  (2.102) 
dev=D1 b  (2.103) 
( )21 dev devI= −D2 b b  (2.104) 































































解を示す．また，表 3.1 に各変形モードの概略と各変形テンソルを示す． 







W C I I
= =
= − −∑∑               (3.1) 
単軸変形 2 3
1 2
1 12 1W Wf
I I
λ λ λ
⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦






⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
                              (3.3) 
均等二軸変形 35 3
1 2
1 12 W Wf
I I
λ λλ λ
⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
           (3.4) 
 
















ααμ λ λ− −−
=
⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎝ ⎠∑                 (3.6) 






f α αμ λ − − −
=
= −∑ λ                  (3.7) 






f α αμ λ λ− − −
=
= −∑                 (3.8) 
 




⎛ ⎞−= − −⎜ ⎟⎝ ⎠
                (3.9) 
単軸変形        ( ) ( )211
1 2 2
6 1 3 / m
Ef
I J
λ λ−= −− −             (3.10) 
せん断変形       ( ) ( )31
1 2 2
6 1 3 / m
Ef
I J
λ λ−= −− −             (3.11) 
均等二軸変形      ( ) ( )51
1 2 2
6 1 3 / m
Ef
I J








表 3.1 変形モード 




































































































































































( )1 2 4, ,W W I I I=  (3.13) 
となる．ここで， 
2 2 2
1 1 2 3I λ λ λ= + +  (3.14) 
2 2 2 2 2 2
2 1 2 2 3 3 1I λ λ λ λ λ λ= + +  (3.15) 
( )4 0 0 0 0:I = = ⊗a Ca C a a  (3.16) 
であり， 1I と 2I は，長さ方向の変化量と表面積の変化量となる．ここで， iλ は主軸方向の伸長比
であり， 0a は配向方向の初期ベクトル，Cは右コーシー・グリーン変形テンソルである．図 3.2
に示すような配向方向の条件と 1 軸方向に単軸変形する仮定を取ると，変形後の現座標系での配
向ベクトルをa （単位ユニット）として，変形勾配テンソルFを用いると，伸張比 1λ の間には， 
1λ = 0a Fa  (3.17) 
という関係が成り立ち，式(3.17)を式(3.16)に代入して， 4I は 
2 2
4 1 1 1 1I λ λ λ λ= = = = =0 0 0 0a Ca Fa Fa a a aa  (3.18) 

























I I IW W Wt p
I I I
λ λ λ λ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂= + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (3.20) 
となる． 











∂ = −∂  (3.22) 









∂ ∂= =∂ ∂  (3.24) 
となる． 






IW W Wt p
I I I
λ λλ λ





1 1 2 4
12 2W W Wt p
I I I
λ λλ





12 W Wt p
I I
λ λ





12 W Wt p
I I
λ λ
⎛ ⎞∂ ∂= − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 (3.28) 
となる． 
静水圧を用いた単軸変形下での真応力 it の一般解を導出できたので，次に 図 3.3 に示す配向主
軸方向（1 軸）に負荷を受ける単軸状態での軸方向の応力解を導出する．断面内では等方性であ
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るため，引張方向の伸長比 1λ を 1λ λ= とすると，断面方向の伸長比 2λ 及び 3λ は 2 3 1λ λ λ= = と





12 2W W Wt p
I I I
λ λλ




12 0W Wt p
I I
λλ






1 12 2W W Wt
I I I
λ λ λλ λ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 (3.31) 
であり，1 軸に垂直な面積 2 3 1λ λ λ= を乗ずると，公称応力は 
1 2 3
1 2 4
1 12 1 2W W Wf
I I I
λ λλ λ











0a 2 1λ λ=
 
 






次に，図 3.4 に示すような，配向主軸（1 軸）に直角な 2 軸方向に荷重を受ける場合を考える． 
式(3.26)(3.27)(3.28)の各成分の差を取り，不定圧力を消去すると 
( )2 22 3 2 3 2 2
1 3 2 2
1 12 2W Wt t
I I
λ λ λ λ
⎛ ⎞∂ ∂− = − + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 (3.33) 
( )2 2 22 1 2 1 12 2
1 1 2 2 4
1 12 2 2W W Wt t
I I I
λ λ λλ λ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂− = − + − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (3.34) 
となる．2 軸方向に垂直な断面内の応力は 1 3 0t t= = であることから，式(3.33)(3.34)より，荷重方
向の真応力は 
( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 1 3 1 2 2 3 1 3 1
1 2 4
2 2W W Wt
I I I
λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ∂ ∂ ∂= − − + + − −∂ ∂ ∂  (3.35) 
となる．2 軸に垂直な面積 1 3 21λ λ λ= を乗ずると，2 軸方向の公称応力 2f は 
( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 1 3 1 2 2 3 1 3 1
2 1 2 4
1 2 2W W Wf
I I I
λ λ λ λ λ λ λ λ λ λλ





1λ λ λ= =  (3.37) 
の関係により，式(3.36)は 2λ のみで表現できるが，断面内では異方性となるので， 1 3λ λ≠ であり，
1λ と 3λ も測定する必要がある．しかし，実際の単軸試験において荷重軸に直交したひずみを計測
するのは困難であるので， iε を工学ひずみ，断面内の伸張比の比率をα として， 
















図 3.4 配向主軸に直角な単軸変形 
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非圧縮の条件より， 1λ と 2λ の関係は 
( )21 1
2
11 0αλ α λ λ+ − − =  (3.39) 
となり，式(3.39)の 2 次方程式の内，正の解は 





α α α λλ α
− + − +
=  (3.40) 
となる．すなわち，断面内の伸張比の比率α を得ることで，式(3.36)に示す配向主軸に直角に負荷
する場合の単軸変形の公称応力理論解を算出することができる． 
次に，配向主軸に垂直な単軸変形下での断面内の伸長比 1λ と 3λ の比率α を線形異方性弾性体の
理論式から以下のように導出する．線形弾性体の基礎理論 [45]を用いると異方性の応力－ひずみ
関係は式(3.41)となる． 
11 12 131 1
21 22 232 2







0 0 0 0 0
0 0 0 0 0













⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦
 (3.41) 
図 3.2 の様に 1 軸方向に繊維強化されている横等方性材料では， 22 33S S= ， 12 13S S= ， 55 66S S=
であり，対称性を考慮して，その応力－ひずみ関係は式(3.42)となり，独立変数は 6 個となる． 
11 12 121 1
12 22 232 2







0 0 0 0 0
0 0 0 0 0













⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦
 (3.42) 
式(3.42)において，せん断成分を除いて直成分のみで考慮すれば 
1 11 12 12 1
2 12 22 23 2







⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭
 (3.43) 
と簡略表記できる． 
図 3.4 の様に，配向直角方向（2 軸方向）に荷重負荷する状態を想定すると，既知数は 2σ ，
1 3 0σ σ= = ， 2ε となり，式(3.43)より 
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1 11 12 12
2 12 22 23 2









⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭
 (3.44) 
であり， 
1 12 2Sε σ= ， 3 23 2Sε σ=  (3.45) 




る場合， 2 0σ = ， 1 0ε = となり，式(3.43)より 
11 12 12 1
2 12 22 23









⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭
 (3.46) 
であり， 
11 1 12 30 S Sσ σ= +  (3.47) 
2 12 1 23 3S Sε σ σ= +  (3.48) 
3 12 1 22 3S Sε σ σ= +  (3.49) 
となる．式(3.47)より， 
12 11 1 3S S σ σ= −  (3.50) 
であり， 11S は配向方向に負荷を与える単軸試験により求めることができる．さらに非圧縮条件を
仮定すると 








図 3.5 一軸拘束二軸引張変形 
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ここで，配向主軸方向は拘束しているので， 1 0ε = の条件を式(3.51)に代入して， 
( )2 31 1 1ε ε= + −  (3.52) 
となり，式(3.52)を式(3.48)に代入して， 
( )23 2 12 1 3S Sε σ σ= −  (3.53) 
の関係を得られる．式(3.50)の 12S と式(3.53)の 23S を式(3.45)に適用することで，面内のひずみ 1ε と
3ε を算出することができる．このように，一軸拘束二軸引張試験の結果をもとに，図 3.4 に示す











( ) ( )21 41 13 12 2W G I G Iγ= − + −  (3.54) 
式(3.54)のひずみエネルギー関数において，G は等方性の挙動を示す材料物性値であり，せん断剛
性である．γ は異方性に関する物性値であり，等方性のマトリックスに対して，配向強化されて
いる比率を表す． 0γ = の場合は等方性材料であり，Neo-Hooke則に完全に一致する． 
図 3.2 に示すように，初期配向ベクトルを 0 (1,0,0)=a として，1 軸方向に平行であり，1 軸方向




2I λ λ= +  (3.55) 
2












γ∂ = −∂  (3.58) 
である．式(3.55)から(3.58)の関係を式(3.31)に代入して，引張方向の真応力 1t は 
( )2 2 21 1 1 1
1
1 2 1t G Gλ γλ λλ







図 3.6 に示す単位長さを持つ 3 次元六面体ソリッド要素を使用して，単軸試験の模擬解析を行っ
た．要素内の円筒が初期配向ベクトルを示し， 0 (1,0,0)=a である．剛体モードを除去するための
境界条件として，節点番号①④⑤⑧の 1 軸方向，節点番号①②⑤⑥の 2 軸方向，節点番号①②③





点番号②番の変位量を工学ひずみとして扱える．図 3.7(a)にひずみ量 1.0 まで引張条件を与えた状
態を示し，図 3.7(b)にひずみ量-0.5 まで圧縮条件を与えた状態を示す．いずれも実線で示した単
位立方体の要素が変形前の形状を示し，灰色表示した要素が変形後の形状である． 
異方性物性値γ の値を変えて，式(3.59)による理論解と有限要素法による解析結果を 図 3.8 に示
す．図 3.8 の縦軸は応力値をせん断剛性G で除した無次元化した数値であり，横軸は 1 軸方向の
伸長比を示す．理論解の 0γ = を実線， 1γ = を破線， 10γ = を点線， 100γ = を一点鎖線で示す．
有限要素法による数値計算結果の 0γ = を○， 1γ = を□， 10γ = を△， 100γ = を◇のシンボル
プロットで示す．理論解と有限要素解析結果は完全に一致しており，本研究での有限要素法での
接線剛性の組み込みが正しく行われていることが示されている． 0γ = の場合は等方性材料であり，
Neo-Hooke則に完全に一致する． 
図 3.8 の引張側の結果から，異方性物性値のγ が大きければ配向方向への伸びに対して，より強
い力が必要であることがわかる．また，圧縮側の結果から，異方性物性値のγ が等方性の物性値































































うにMooney-Rivlinの 2 項モデルに異方性の項を組み込んだ式 (3.60)のひずみエネルギー関数を導
出する． 
( ) ( ) ( ) ( )2 310 1 01 2 42 4 43 43 3 1 1W C I C I C I C I= − + − + − + −  (3.60) 
右辺の第１項と第 2 項は通常のMooney-Rivlinの 2 項モデルと同じであり，材料の等方性挙動を表
現する．異方性挙動を表す項として第 3 項と第 4 項に異方性主軸の不変量である 4I のべき乗項を




異方性特性の物性値である 42C および 43C については配向方向の引張側と圧縮側で異なる値を使
用できるようにユーザールーチンでモデル化した．ユーザールーチン内では式(3.18)にある配向方
向の伸長比をもとに，材料が引張側にあるか圧縮側にあるかを容易に判定できる． 



























































10 01 42 43, , ,C C C C の決定
 
 





































図 3.10 単軸試験模式図 
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引張領域での試験結果を 図 3.11 に，圧縮領域の試験結果を 図 3.12 に示す．いずれも横軸は公
称ひずみであり，縦軸は公称応力である．繊維平行モデルを■で，繊維直角モデルを▲で示す．図 
3.11 と 図 3.12 の■で示されるように繊維平行モデルにおいては，引張側と圧縮側で接線剛性が
大きく異なっている．また，繊維平行モデルの引張側の剛性は繊維直角モデルの剛性に比べて 3


















を 図 3.15 に，二軸均等引張試験の結果を 図 3.16 に示す．図 3.15 に示すように繊維方向に引っ
張る場合には，繊維方向に強い力が必要であり，繊維直角方向を拘束する力に比べて約 15 倍の大
きな力が必要であることが，この材料の特徴を示している．図 3.16 に示す二軸均等引張試験では







































































































Axis 1(Cross fiber direction)
Axis 2（Fiber direction）
 









































Axis 2（Cross fiber direction)
 





































Axis 2(Cross fiber direction)
 




図 3.11 に示す引張側の単軸試験結果と 図 3.12 に示す圧縮側の単軸試験結果および 図 3.14 に示
す繊維方向を拘束した一軸拘束二軸引張試験結果を用いて，本手法による材料物性値を同定した．









配向方向平行の単軸変形下の応力－ひずみ曲線を 図 3.18 に，配向直角方向の単軸変形下の応

















表 3.2 材料物性値 (MPa) 
 Tension Compression 
C10 3.6731 same as left 
C01 0.1473 same as left 
C42 12.6329 0.8167 














































































試験片の大きさは幅 25mm，厚さ 7mm，長さ 60mmとし，圧延成形されたゴム材料から繊維方向






















有限要素モデルを 図 3.21 に示す．対称性を利用して 1/4 モデルとした．試験片の有限要素モデ







長手モデルと幅モデルのそれぞれの長手方向のひずみ分布を 図 3.22，図 3.23 に示す．圧子周
辺では試験片上部に圧縮状態となり，下部側で引張状態となる． 図 3.22 に示す長手モデルでの
引張側の最大ひずみは 0.137 であり，図 3.23 に示す幅モデルの引張側の最大ひずみ 0.222 よりも
小さい値となっており，長手方向に繊維強化されている特徴が捉えられている．一方，図 3.22 で
示す長手モデルの圧縮ひずみは-0.325 であり，図 3.23 に示す幅モデルの圧縮ひずみ-0.225 に比べ
て大きな値が得られている．これは 図 3.12 の圧縮側単軸試験結果からわかるように，長手方向














































































































































































この作用力はマクスウェルの応力 mT として，次式で定義できる [47][48]． 
( )1,
2m
= ⊗ − = ⋅T B H U U B H I  (4.1) 
ここで，B は磁束密度であり，Hは磁場の強さであり，U は電磁エネルギー密度である．物質中
の透磁率μ と磁化Mの間には 





















える．初期配置における外部磁場の強さを 0H としたとき，材料内部の磁束密度を 0B ，磁化を 0M
とする．一般的に磁性体に対して磁場を適用すると機械的な外力を与えずとも，初期の自然状態
からある変形が発生する．この磁場による初期変位は磁歪と呼び，連続体内の変形がないとすれ
ば，磁束密度 0B を変数とする残留応力として初期空間 0B で与えられる．本研究では，既に磁歪
が含まれた状態として初期空間 0B を参照座標系として取り扱い，初期応力は考慮しない．初期空
間における参照座標系 0B での物体の任意の一点をX とする．その物体が何らかの機械的な外力に
より変形したとき，現配置Bでの変形後の位置をx とすれば，線形写像 ( )=x χ X を用いて表すこ
とができる． 
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この変形ベクトル場 χ は物体の変形を表し，変形勾配テンソルはその勾配を取って 
grad=F χ  (4.3) 
で表される．  
次に，磁場の平衡方程式を考える．物質に変形がない状態（ =F I ）での磁場に関する方程式は 
( )0 0 0 0μ= +B H M  (4.4) 
である．ここで， 0μ は真空の透磁率である．物質の外部であれば 0 =M 0であるので，式 (4.4)は
0 0 0μ=B H となる．参照座標系においては磁束密度と磁場の強さは静的なマクスウェル方程式の
基で 
0div 0=B  (4.5) 
0rot =H 0  (4.6) 
を満足しなければならない． 
次に，変形勾配テンソルFで変形した場合の物質点Bでの磁場の量をそれぞれ fB ， fH ， fM と
定義する．（添字の f は forward を意味する）これらはオイラー空間でのベクトル量であり，初期




−=B FB  (4.7) 
T
0f
−=H F H  (4.8) 
となる．また，変形前後の関係から 
0div div fJ=B B  (4.9) 
1
0rot rot fJ
−=H F H  (4.10) 
である．ここで detJ = F は体積変化率を表す．一方，変形後においてもマクスウェル方程式を満
足しなければいけないので， 
d iv 0f =B  (4.11) 
r ot f =H 0  (4.12) 
である． 
式 (4.8)に示すオイラー空間での磁場の強さ fH と同様に，オイラー空間での磁化 fM と初期配置
の磁化 0M の間には 
T
0f
−=M F M  (4.13) 
の関係が成り立つので，式(4.7)は 
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( )10f f fJμ −= +B b H M  (4.14) 
となる．ここで T=b FF は左コーシー・グリーン変形テンソルである．重要な点として現配置に





( )0μ= +B H M  (4.15) 
と表すことができる．オイラー空間においてもマクスウェル方程式を満足する必要があるので，
式(4.5)(4.6)と等価な形式として 
d iv 0=B  (4.16) 
r ot =H 0  (4.17) 
となる． 
ここで，現配置Bから基準配置（初期配置） 0B へ戻す（pull back）操作を考える．基準配置に




−=B F B  (4.18) 
T
l =H F H  (4.19) 
である． lH と同様に磁化については 
T
l =M F M  (4.20) 
の関係が成り立つので，式(4.15)は 
( )1 0l l lJ μ− = +CB H M  (4.21) 








1J −=P F T  (4.23) 
となる．機械的な体積力が存在しない場合，ラグランジェ空間での応力の釣り合い方程式は 







( ),Ω = Ω F B  (4.25) 
と表すこととする．ここで，式(4.18)の現配置の磁束密度B とラグランジェ空間での磁束密度 lB の
関係から，ラグランジェ空間での自由エネルギーΨを定義すると，次式となる． 
( ) ( )1, ,l lJ −Ψ ≡ ΩF B F FB  (4.26) 
さらに，自由エネルギーΨを機械的な自由エネルギー mechΨ と磁場の自由エネルギー magΨ に分解
するとラグランジェ空間での自由エネルギーΨは 
( ) ( ) ( )mech mag, ,l lΨ = Ψ +ΨF B F F B  (4.27) 
となる．式 (4.27)において，自由エネルギーΨは変形勾配テンソルFの代わりに，右コーシー・
グリーン変形テンソル T=C F Fを用いて表記することも可能である． 
次に，圧縮性を含めた材料内での応力テンソルを求める．電場を考慮せず，磁場のみを考慮し
たときマクスウェル応力 mT は磁束密度B と磁場の強さHから次式となる．  
( )1
2m
= ⊗ − ⋅T B H B H I  (4.28) 






⎡ ⎤= ⊗ − ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦T B B B B I  (4.29) 
であり，磁場の自由エネルギー magΨ を 






∂Ψ ⎡ ⎤= = ⊗ − ⋅⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦T F B B B B IF  (4.31) 
となり，式(4.29)に一致する． 
従って機械的な応力も含めた全真応力は自由エネルギーを用いて 















1J − ∂Ψ= ∂T F F  (4.34) 





∂Ψ= ∂H B  (4.36) 
で得られる． 
機械的な外力による変形がない初期状態では 0l =B B とできるので，自由エネルギーは 





∂Ψ= ∂H B  (4.38) 
となる．また，磁化 0M は式(4.4)より得られる． 
次に，材料が非圧縮の特性を取る場合を考える．非圧縮性材料では体積変化がないのですべて
の変形勾配テンソルに関して 
det 1J = =F  (4.39) 
であり，式(4.34)の全真応力は 
p∂Ψ= −∂T F IF  (4.40) 
となる．ここで pは非圧縮の拘束条件を満たすためのラグランジェの未定定数であり，静水圧の
項を示す．オイラー空間での磁場に関する諸量は 
l=B FB  (4.41) 
T
l
− ∂Ψ= ∂H F B  (4.42) 
1
0μ −= −M B H  (4.43) 
である．対応する公称応力は 
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1p −∂Ψ= −∂P FF  (4.44) 
である．一方，ラグランジェ空間での磁場に関する諸量は 
lB  (4.45) 
l
l
∂Ψ= ∂H B  (4.46) 
1
0l l lμ −= −M CB H  (4.47) 








数 magΨ は式 (4.30)の形式を取るので，磁場の自由エネルギー関数の変数は，変形を表す右コーシ
ー・グリーン変形テンソルCと，初期の磁束密度 lB から得られる磁場構造テンソル l l⊗B B の二
つとなる．この二つの量を変数とするとき，ひずみエネルギー関数は 
( ), l lΨ = Ψ ⊗C B B  (4.48) 
であり，客観性が失われないためには 
( ) ( )T T, ,l l l lΨ ⊗ = Ψ ⊗C B B QCQ QB B Q  (4.49) 
が任意の回転を示す直交テンソルQ に対して成り立たねばならない．従って，ひずみエネルギー
関数ΨはSpencerの不変量の理論 [51]から次の 6 個の不変量を変数として持つ． 
1 trI = C  (4.50) 
( )22 1 tr tr tr2I = −C C C  (4.51) 
3 detI = C  (4.52) 
( )4 :l l l lI = ⋅ ⋅ = ⊗B C B C B B  (4.53) 
( )2 25 :l l l lI = ⋅ ⋅ = ⊗B C B C B B  (4.54) 
2
6 lI = B  (4.55) 





けでなくその量も重要な変数となるので，6 番目の不変量 6I が適用される． 




( ) ( )6
1
, ,




∂Ψ ⊗ ∂Ψ ⊗ ∂= =∂ ∂ ∂∑








1 2 2 3
4 5
2
l l l l l l
I I
I I I I
I I
−⎡⎛ ⎞∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ= + − +⎢⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣
⎤∂Ψ ∂Ψ+ ⊗ + ⊗ + ⊗ ⎥∂ ∂ ⎦
S I C C
B B B CB B C B
 (4.57) 
となり，最後の 2 項が磁場による項となる．ここで I は 2 階の単位テンソルである． 
そして，非圧縮性の磁性超弾性体を考えたとき，通常の超弾性体と同様に等容性項のひずみエネ
ルギー関数は体積変化を表す 3I を省いた変数によって定義される． 













⎡⎛ ⎞∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ= + + −⎢⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣
⎤∂Ψ ∂Ψ+ ⊗ + ⊗ + ⊗ ⎥∂ ∂ ⎦
T I b b
b B B B b B B b B
 (4.59) 
となり，ひずみエネルギー関数Ψの微分項と左コーシー・グリーン変形テンソルbと初期の磁束
密度 lB で得ることができる．この式 (4.59)の磁性エラストマーの応力テンソルT は第 2 章で示し
た式(2.30)の異方性超弾性体の応力テンソルと等価であり，第 2 章で導出した異方性超弾性体の接














































6 lI = B  (5.1) 
ここで， lB はラグランジェ空間での磁束密度ベクトルである．本章では，磁性エラストマーのひ
ずみエネルギー関数として，最も単純な Neo-Hooke 則を修正して，次式を考案する． 
( ) ( ) ( )( )
( )6 2
1 6 6 1
6
1, 3 q IW I I G I I
q I
= −  (5.2) 
( ) ( ) ( )6 0 1 2 6 0 1 2 6
2 6
1cothG I G G G I G G G I
G I
⎡ ⎤= + ⋅ ⋅ = + ⋅ −⎢ ⎥⋅⎣ ⎦
L  (5.3) 
( )6 0 1 6q I q q I= + ⋅  (5.4) 
せん断剛性を表現する 6( )G I にはLangevin関数を用いているので，磁場飽和に対応できる．指数
部のqが磁束密度に依存せず，固定値として 2.0 である場合，Neo-Hooke則に帰着する．磁場の効
果等は考慮せずに単純なNeo-Hooke則において，指数部のqを変化させて単軸試験を模擬した結果
を 図 5.1 に示す．qが増加することにより，応力－ひずみ関係が指数関数的に変化する．すなわ
ち，磁束密度B が増加した場合のひずみ硬化の現象を表すことができる．一方，見かけのせん断
剛性率 6( )G I に用いられているLangevin関数を 図 5.2 に示す．この図より磁束密度の増加により，
磁気飽和現象でせん断剛性が漸近する現象を取り扱えることがわかる．式 (5.2)に示す本研究で考
案した磁性エラストマーのひずみエネルギー関数での材料物性のパラメータは 0G ， 1G ， 2G ， 0q
および 1q の 5 つである．この内， 0G と 0q は磁場がない状態での材料物性値であり， 1G ， 2G およ

































































∂= +∂  (5.5) 
で得られる [44]．ここで， iλ は主軸方向の伸長比である． 








∂∂= +∂ ∂  (5.6) 











λ ∂= +∂  (5.8) 
で得られる． 
















∂= +∂  (5.11) 
となる． 












∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠  (5.13) 
となり，公称応力はそれぞれ 




λ λ λ λ
∂⎛ ⎞= ⋅ ⋅ = −⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠  (5.14) 
2 1 3 2 2
1
12 1 Wf T
I
λ λ λ
∂⎛ ⎞= ⋅ ⋅ = −⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠  (5.15) 
である．ひずみエネルギー関数は式(5.2)の形式を用いており， 
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−∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  (5.16) 
である．ここで 6( )G G I= ， 6( )q q I= とする．最終的に公称応力の理論解は 
2
1 3
1 1 qf G λ λλ λ





f G λλ λ
−⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠  (5.18) 
となる． 
式(5.17)で示される応力理論解と実験結果の値より最小二乗法を用いれば，本研究で考案した式
(5.2)のひずみエネルギー関数に必要な材料物性値 0G ， 1G ， 2G ， 0q および 1q を算出できる．ここ
で， 0G および 0q は磁束密度がゼロであるときの定数であるので，この二つの物性値は磁場を与え
ない状態でのせん断試験の結果から求める．残る 1G ， 2G および 1q は磁束密度に依存する物性値
であるので，外部磁場を与えた状態のせん断試験の実験結果から，最小二乗法を用いて求めるこ
とができる． 









































1 2 1, ,G G qを算出
 
 


















PDMS（東レ・ダウコーニング株式会社製 SILPOT184）に硬化剤を 10：1 の割合で混合し，ハン
ディ撹拌機で撹拌後，デシケーターに移しロータリーポンプで真空状態として脱泡した．その後，
別の試験管に母剤を 4 ㏄ずつ取り出し，それぞれに粒径が 50nmである酸化鉄（Fe3O4）を体積密
度で 1％，2％，3％の比率で含有させた．それぞれの材料を再度，ハンディ撹拌機で撹拌し，厚
さが約 1mmとなる型に移して，真空機で約 1 時間かけて脱泡した．その後，80℃のオーブンで 2








作製した試験片を用いて，純せん断試験を行った．その概要を 図 5.7 に示す．図 5.8 に示す治




前に計測した．永久磁石間の磁束密度と距離の関係を 図 5.9 に示す．永久磁石と位置制御装置を
図 5.10 に示す． 
作製した磁性粒子の体積密度が 0％・1％・2％・3％の試験片それぞれに，磁束密度を 0T・0.25T・
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3 種類の外部磁場中で体積密度の異なる 4 種類の試験片に対して引っ張り試験を行った試験片
の応力―ひずみの関係を 図 5.12 に示す．しかし，2％と 3％の体積密度での試験片では磁性粒子
を適切に分布させることが難しく，PDMS自体の配合比にもばらつきがあり，それぞれの結果に
は明白な差が得られなかったため，体積密度については 0%，1%，2%までの結果を示した． 
















定数を取り，体積密度 0%の試験片を一点鎖線で，体積密度 1%の試験片を破線で，体積密度 2%
の試験片を実線でプロットした．そして，外部磁場がない状態の弾性定数を 1.0 として，外部磁
場による変化比率を 表 5.3 に示す．磁性粒子を含まない試験片では，その見かけの弾性定数は外
部磁場に依存しない．体積密度 1%の試験片に 0.4Tの磁場を与えた場合，せん断剛性が約 1.5 倍と











表 5.1 見かけの弾性定数（N/mm2） 
 0T 0.25T 0.4T 
0% 0.6506 0.6506 0.6506 
1% 1.0955 1.3090 1.6454 









































表 5.2 体積密度に対する見かけの弾性定数の変化比率 
 0T 0.25T 0.4T 
0% 1.000 1.000 1.000 
1% 1.684 2.012 2.529 










































表 5.3 外部磁場に対する見かけの弾性定数の変化比率 
 0T 0.25T 0.4T 
0% 1.000 1.000 1.000 
1% 1.000 1.195 1.502 


































いて，同定した各体積密度における材料物性値を 表 5.4 に示す．体積密度 0%の物性値は磁場に
依存しないので，磁場依存項である 1 2 1, ,G G q は算出されない．体積密度 1%と 2%の材料ではまず，
外部磁場がない状態で計測された応力－ひずみ線図から磁場に依存しない項である 0 0,G q を同定
する．そして，得られた 0 0,G q と外部磁場を与えた状態で計測された応力－ひずみ線図から，磁




法プログラムに組み込み，数値計算を行った．図 5.15 に示すように有限要素には 3 次元ソリッド
要素を用いて，純せん断モードを模擬した．実線で示した単位立方体の要素が変形前の形状を示
し，点線表示した要素が変形後の形状である．剛体モードを除去するための境界条件として，節


















表 5.4 材料物性値 
  G0 G1 G2 q0 q1 
0% 0.223399 ----- ----- 2.071999 ----- 
1% 0.397006 1.767065 2.086820 2.078874 -0.058579 






図 5.15 純せん断を模擬する有限要素モデル 
 



















図 5.16 Stress-Strain relation for Magnetic Particle Volume ratio 0% 
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図 5.17 Stress-Strain relation for Magnetic Particle Volume ratio 1% 
 




































密度の変化によるせん断剛性変化量を 図 5.20 に示す．図 5.20 の横軸は外部から与えた磁束密度
を示し，縦軸は磁場を与えない状態でのせん断剛性と磁場を与えたときのせん断剛性との差を示








指数部の物性値 0q は 2.0 とした．そして，本研究で考案した材料物性値同定手法を用いて，磁場
に依存する材料物性値 1 2 1, ,G G q を同定した．各体積密度での材料物性値を 表 5.6 に示す．これら
の材料物性値を用いて，有限要素法によるせん断変形解析を行い，得られた数値計算結果のせん
断応力成分から，せん断剛性を算出した．磁束密度変化に対するせん断剛性の変化量を 図 5.21
に示す．実験結果について，体積密度が 10%を△で，体積密度が 20%を◆で，体積密度が 30%を
□で示し，本手法における解析計算結果について，体積密度が 10%を一点鎖線で，体積密度が 20%
を破線で，体積密度が 30%を実線で示した．また，磁束密度変化に対するせん断剛性の実値を 図 
5.22 に示す．図 5.21 と同様に実験結果について，体積密度が 10%を△で，体積密度が 20%を◆で，
体積密度が 30%を□で示し，本手法における解析計算結果について，体積密度が 10%を一点鎖線
で，体積密度が 20%を破線で，体積密度が 30%を実線で示した．表 5.7 に磁場がない状態でのせ
ん断剛性を 1.0 として，磁場を与えたときのせん断剛性の変化比率を示す．表 5.7 に示すように，
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表 5.5 磁場のない状態でのせん断剛性と飽和磁束密度 
 Nominal Modulus,no filed(Mpa) Saturate Flux Density(T) 
30% 1.80  0.83 
20% 0.74  0.74 
10% 0.26  0.62 
 
表 5.6 材料物性値 
 G0 G1 G2 q0 q1 
30% 1.80  0.937695 4.883030 2.00 0.015561 
20% 0.74  0.410964 8.052168 2.00 0.012589 
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表 5.7 磁束密度変化に対する各体積密度の材料でのせん断剛性変化率 
磁束密度 30% 20% 10% 
0.0 1.00 1.00 1.00 
0.1 1.01 1.01 1.02 
0.2 1.03 1.06 1.09 
0.3 1.07 1.12 1.18 
0.4 1.12 1.21 1.28 
0.5 1.18 1.28 1.36 
0.6 1.23 1.34 1.40 
0.7 1.27 1.38 1.39 
0.8 1.30 1.40 1.39 
0.9 1.31 1.40 1.39 
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図 6.4 連成解析フローチャート 
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6.4. 数値実験 
 図 6.5 に示す磁性エラストマーを使用したサスペンションブッシュを例として，仮想的な条件
を与えて，2 次元軸対称場での磁場応力連成解析による数値実験を行う．ゴムブッシュの内径を
1 13mmr = ，外径を 2 23mmr = ，長さは 44.2mml = の寸法を想定する．このとき，筒型防振ゴ
ムの理論解 [57]から，ゴム材料のせん断剛性を 21.0 N mmG = としたとき，磁場の影響がない場
合の，見かけのせん断剛性Gapと軸方向の剛性 k は次式で得られる． 
12




−⎡ ⎤−⎛ ⎞ ⎡ ⎤= + =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 (6.2) 






π= =  (6.3) 
 
6.4.1. 静磁場解析 
磁場解析の有限要素メッシュを 図 6.6 に示す．サスペンションブッシュと周辺の空気の要素は
四辺形軸対称要素を用いてメッシュ分割した．空気層を示す要素の外周の磁気ベクトルポテンシ
ャルを拘束し，コイル部分の要素辺に線電流密度4000 A / m の境界条件を与えた．磁場解析での
材料物性値として，空気層，内外筒ならびにコイルには，真空の透磁率μ0
61.25664 10 H m−= ×
を与えた．鉄の透磁率は一般に真空の透磁率の 5000 倍であるので，磁性エラストマーの磁性粒子
の体積密度は 40％と仮定して，μ 6 31.25664 10 5000 0.40 2.51327 10 H m− −= × × × = × の透磁率
































応力解析における有限要素モデルを 図 6.7 に示す．応力解析において，空気層は不要であるの
で，実構造物のみをメッシュ分割した．本数値実験において，磁性エラストマーのゴムのせん断
剛性は一般的な値を用いて 6 21.0 10 N mG = × とし，磁束密度変化の材料物性値は無次元数であ
り， 1.0γ = とした．また，内外筒部はアルミ材を想定し，ヤング率 10 27 10 N mE = × ，ポアソ
ン比 0.345ν = を用いた．コイル部分は銅を想定し，ヤング率 10 21.3 10 N mE = × ，ポアソン比
0.343ν = を用いた．外筒は完全拘束とし，内筒に軸方向 1mmの強制変位を与えた．応力解析は





条件 C と D での磁束密度の大きさは，A による磁場解析で得られた磁束密度の最大値とした． 
 
6.4.3. 解析結果 




図 6.9 に示す． 
応力解析において，磁場の境界条件を変更して行った 4 ケースのそれぞれの解析結果の反力か






布を想定した場合には，磁場の影響がない状態に対して 48％増の剛性が得られた．図 6.10 に全


























































表 6.2 軸方向剛性 
 解析モデル 軸方向の剛性 [N/mm] 
A）磁場応力連成解析 686.1  
B）磁場の影響を考慮しない解析 463.3  
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